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a prestupu tepla ve vypocetni
dynamice tekutin (CFD)
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Matematicky popis proudéni

Obsah prednasky

o Zakladni déleni proudéni
o EulerGv a Lagrange(v popis
o Zakony zachovani hmoty, hybnosti a energie

o Zachovani obecné veli€iny
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Matematicky popis proudéni
Uvodni pojmy
o Navier-Stokesovy (N-S) rovnice pro popis proudéni.

o Tekutiny jsou latky, které se trvale nedeformuji pod zatiZzenim na rozdil od tuhych
latek.

o Tekutiny jsou uvedeny do pohybu, pokud na né pusobi vnéjsi sily.
o Tuhé latky zaujimaji definovany tvar, tekutiny nikoliv.

o Vinzenyrské praxi se zaméfujeme na makrospické chovani tekutin.
o Predpoklad kontinua.

Pouzité znaceni:

1. Skalarni veli€ina - a nebo (a)

2. Vektorova veli¢ina - a nebo [a]
3. Tenzor 2. tadu - {A} nebo {a}
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Matematicky popis proudéni
Déleni proudéni
o Déleni dle dimenze problému:
O Jednodimenzionalni proudéni (1D)
Q0 Vicedimenzionalni proudéni (2D, 3D)
o Déleni dle zavislosti na Case:
O Stacionarni proudéni
O Nestacionarni proudéni
o Déleni dle poctu fazi:

Q0 Jednofazové proudéni
O Vicefazové proudéni
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Matematicky popis proudéni
Déleni proudeni (2)
o Déleni dle uvazovani viskozity:
Q Idealni (nevazké) proudéni
U Realné (vazké) proudéni
o Déleni dle chovani viskozity:
O Proudéni Newtonovskych tekutin
O Proudéni Nenewtonovskych tekutin
o Déleni dle stupné turbulence:
QO Laminarni proudéni

Q0 Prechodové proudéni
O Turbulentni proudéni
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Matematicky popis proudéni
Déleni proudéni (3)
o Déleni dle stlacitelnosti:
O Proudéni nestlacditelnych tekutin (Ma < 0,3)
O Proudéni stla€itelnych tekutin (Ma > 0,3)
o Déleni dle rotace Castic tekutin:

O Nerotacéni (potencialni) proudéni (V X v = 0)
0 Rotaéni proudéni (V x v # 0)
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Matematicky popis proudéni

Déleni proudeni (4)

o Klasifikace proudéni z hlediska parcialnich diferencialnich rovnic, které jej popisuiji:

O Proudéni popsané eliptickym typem rovnic (‘;’;T‘f + ?927(5 = f)
., , . . dp  9%¢@

O Proudéni popsané parabolickym typem rovnic (E = ﬁ)

O Proudéni popsané hyperbolickym typem rovnic (‘?T‘Z" = ‘227‘;)

o Kazdy z uvedenych typu rovnic vyZzaduje specialni pfistup pfi feSeni.

o N-S rovnice jsou nelinearni parcialni diferencialni rovnice 2. fadu s obecné 4
nezavislymi proménnymi (X, y, z, t).
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Matematicky popis proudéni

Eulerdv a Lagrangeuv popis

o Zakony zachovani pro popis proudéni a pfenosu tepla mohou byt formulovany 2
odliSnymi pfistupy.

o Lagrange = Materialovy objem (MV), Euler = Kontrolni objem (CV).

Lagrange Euler
y 1 MO(t+At) v 1 MO(t+At)
MO(t) l MO(t) E
@ G“ KO(t)
)(: )(:
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Matematicky popis proudéni
Eulertv a Lagrangeuv popis (2)
o Proménné jsou funkci polohy (x) a ¢asu (t), rychlost proudéni je pak v(x, t).
o 2 uvedené pfistupy jsou vzajemné provazany nasledovné:
V(x(x0,1),1) = = X(Xo,t) (1)

x(x,y,2) = x(Di + y(Dj + z(Dk (2)

o V zavislosti na zvoleném pfistupu jsou proménné sledovany v kontrolnim objemu Ci
protékané oblasti (Euler), nebo sledovanim materialového objemu (Lagrangian).

o Pro CFD se zasadné vyuziva Eulerova pristupu — metoda konecnych objem
(MKO).

o Pro strukturalni analyzu je hojné vyuzivan Lagrangeuv pfistup — metoda konec€nych
prvkd (MKP).
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Matematicky popis proudéni

Eulertv a Lagrangeuv popis (3)

o Pro obecnou proménnou ¢ = ¢(X, Y, z, t) plati:

Dt \dt
—— — ——
u v w
IO} X0} IO} X0}
=—TU—TV—TW—/—=
ot 0x + dy + 0z
de
=22 + vV
ot
— S
Lokalni zména Konvektivni
veliéiny v Case zména veli€iny

Do _(de) _opdt dodx dedy deds_
MY otdt oxdt Jdydt o0zdt

3)

o =09, Y, z, t) pfedstavuje obecné jakoukoliv proménnou, skalar nebo vektor, napf.

rychlost, tlak, teplota, ...
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Matematicky popis proudéni

Zakon zachovani hmoty

o Rovnice kontinuity popisuje zachovani hmoty.

(dm) _ 0o
dt /v

d(pV)> _ o
()

Zachovani hmoty 9 . =
-~ T V-[pv]=0 (4)
[ —
Nestacionarni  Konvektivni
élen élen

o V pfipadé absence vyraznych zmén tlaku nebo teploty mizeme predpokladat
nestlacitelnou tekutinu:

V.-v=0 (5)
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Matematicky popis proudéni

Zakon zachovani hybnosti

o Zachovani linearni hybnosti, tj. p = mv.

(d[:;v])w= fde - f £dv

\'% MV \'

d
f vl ) - J f dv
dt
\% MV \'%
d
% + V-{pvv} = f (6)
— T T
Nestacionarni Konvektivni Vnéjsi

¢len Clen sily
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Matematicky popis proudéni

Zakon zachovani hybnosti (2)

v s

o Vnéjsi sily jsou déleny na plosné (f.) a objemové (f,).

d[pv]
at

+ V-{pwi=2; fi=f+1 (7)
o Vtomto tvaru je jednotkou kazdého ¢lenu v rovnici N/m3.

o f, obvykle zahrnuje pouze gravitacni silu.

f, = [pgl (8)

o Ve specialnich pfipadech mizou byt zahrnuty i dalSi objemové sily.

o fg zahrnuje sily pasobici na kontrolni objem vlivem tlaku a te€ného napéti (vazkost).

f.dV = {0} - dS = {6} - ndS (9)
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Matematicky popis proudéni

Zakon zachovani hybnosti (3)

o Aplikaci Gaussovy-Ostrogradského véty ziskame

Jy fsdv = [ {6} -ndS = [, V- {c}dV

o fg muze byt vyjadfeno nasledovné:

f, =V -{o}

o Po upravach a dosazeni mame nasledujici tvar N-S rovnice:

d[pv]

— + V- -{pvw} =1+, =V {c}+ [pg]

o Tenzor napéti o je vyjadien jako:

{o} = —p{l} +{1}
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Matematicky popis proudéni

Zakon zachovani hybnosti (4)

o Zakon zachovani hybnosti mize byt vyjadien nasledovné:

Zachovani a[pv]
+ V-{pv}=-Vp + V- -{t} + 14
st (v} =—Vp + 7 {1} + [pel (14)
; ; r— P—
Nestacionarni Konvektivni Tlakové Vazké Gravitacni
¢len ¢len sily sily sily

o V pfipadé newtonovskym tekutin mize byt tenzor te€nych napéti vyjadien takto:

2
{1} = n({vv} + (7v") — S (v - W (15)
o Konecny tvar zakonu zachovani hybnosti pro newtonovskou tekutinu:

"’[PV] + V-{pw}=-Vp+V-{u({vv}+{rv}T)} - V- { u(V-V){I}}+[pg] (16)
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Matematicky popis proudéni

Zakon zachovani energie

o Zachovani energie vychazi z 1. zakona termodynamiky vyjadfeného ve formé celkové

energie E,y,) = M(€iternar + 0.5 IVI-IVI):

1. Zakon (dEtotal) _ Q - W
termodynamiky dt /mv
[ I_'_l |_|_'
Rychlost zmény Teplo Prace
celkové energie dodané do odvedena
systému systémem

o Oba Cleny na pravé strané rovnice (17) jsou slozeny ze 2 ¢asti:
dEtotal) _r N YAT YA
(—dt wy - LW =Wy

o Mira odvedené prace za €as = vykon.

W=~/ [fs-v]-dS (19) W, =—[, (fp-v)dV=—[ ([pg]-v)dV
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Matematicky popis proudéni

Zakon zachovani energie (2)

o Vykon ploSnych sil je vyjadien jako:

v‘vs=—sf[fs-v]-ds=—sj[a-v]-ndS:—Vfv-[a-v]dv=

=—f, V- [{-pl+ 1} -v]ldV=—[, (=V-[pv]+ V" [t-v])dV

o Tepelny zdroj v kontrolnim objemu:
Q =Qv = [, qvdv

o Prostup tepla plochou kontrolniho objemu je vyjadren:

Qs - - fs [qs] : [dS] = - fs [qs] : [n]ds = - fV V. [qs]dv
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Matematicky popis proudéni

Zakon zachovani energie (3)
o Zakon zachovani energie je po dosazeni a upravach vyjadren jako:

dE J
< total) _ j <(pe—t0ml) + V- [petotalv]> dv =
dt MV % ot

(24)

_ —J V-[qs]dV+qudV+j(—|7-[pv] +|7-[‘t-v])dV+f([pg] V)dV
\%4 \Y4 \Y4 \Y4

Zachovani energie

d(petotal) . .
¢ T V-lpewotaVl = =V [qs] +qv =V - [pv] + V- [t-v] + ([pg] - v) |(25)
—_— ! T T T T T T
Nestacionarni Konvektivni Tepelny tok Tepelny Vykon Vykon Vykon
Elen clen sténami zdroj tlakovych vazkych sil gravitacnich

objemu v objemu sil sil
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Matematicky popis proudéni

Zakladni zakony zachovani pfi proudéni tekutin

(26)

(27)

(28)

Zachovani hmoty % L p. [ov] = 0
at
— —
Nestacionarni Konvektivni
¢len élen
Zachovani o[pv]
) + V-{pvwj=—-Vp + V-{t} +
hybnost or pvv} p {t} + Ilpgl
L ) L T J ) L T ) [
Nestacionarni Konvektivni Tlakové Vazké Gravitacni
¢len Clen sily sily sily
Zachovani energie
d(petotal) . .
—e ~ t V-lpewravl = =V - [qs] + qv =V - [pv] + V- [T-v] + ([pg] - V)
I_'_l T T L T J T T T
Nesta'cionérni Konvektivni Tepelny tok Tepelny Vykon Vykon Vykon
clen ¢len sténami zdroj tlakovych vazkych sil gravitacnich
objemu v objemu sil sil
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Matematicky popis proudéni

Zachovani obecné veliCiny

o Pro obecnou proménnou ¢ = @(X, Yy, z, t) plati nasledujici rovnice:

d(p9)
== T V- (pve) = 7-(ToVe) + S,
— . . ] . T ] —
Nestacionarni  Konvektivni Difazni Zdrojovy
Clen élen élen élen

o @ muze predstavovat skalarni nebo vektorovou veli¢inu.

o Tato rovnice je velice dulezita pfi diskretizaci jednotlivych ¢lend v CFD.
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Matematicky popis proudéni

Shrnuti prednasky

o Zakladni déleni proudéni
o Lagrangelv a EulerQv popis

o Zakladni zakony zachovani pfi proudéni tekutin a pfenosu tepla
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Dekuji za pozornost!



